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PROGRAMACION LINEAL

X < Funcion objetivo
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Restricciones de desigualdad

< Limite variables
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PROGRAMACION LINEAL

minz =c’ x

< Funcion objetivo
X
s.l.
Ahx = bh q Restricciones de igualdad
< Restricciones de desigualdad
Ax=>b
g 4

< Limite variables

e
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PROGRAMACION LINEAL

a;; = coefficient of variable j (column) in ith constraint
equation (row)

A = matrix with elements a;; (termed LHS)
b = vector of constraint RHS values with elements b,
¢; = objective coefficient for variable |

m = number of constraints

n = number of variables
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PROGRAMACION LINEAL

La region factible tiene tres tipos de puntos.

N~ .

N N
N \\ N
N N
Regién factible
e N
\ N

N
\
N
N
N

\ Variable x,

Punto
interior

Borde, punto
frontera

P

Variable x

Optimizacion de procesos quirﬁicos. 2012- DIQUIMA-ETSII



PROGRAMACION LINEAL

Punto extremo: Un punto es extremo si cualquier segmento de la region factible
que contiene al punto tiene a éste al final del segmento. También conocido como

vértice.

2

=

fs Shaded area
= is the feasible
> region

Variable x;
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PROGRAMACION LINEAL

El mejor vertice debe ser el valor optimo de la funcion objetivo! Si el
problema tiene solucion optima ésta debe de estar en un vértice; si tiene
multiples soluciones optimas al menos dos deben de estar en punto

extremos.
N improvement
Optimum
NN
=2
§ Shaded area
= is the feasible
> region

DIQUIMA-ETSII



PROGRAMACION LINEAL

Es un problema de optimizacion convexa; luego, jun optimo local es un
optimo global!

N Increasing profit

Optimum

Shaded area
is the feasible
region

Variable x,

& PN
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OPTIMIZACION NUMERICA

Es el unico procedimiento (frente a optimizacion grafica y analitica
que permite abordar problemas complejos.

Problema: dificultad en encontrar el optimo global en algunos casos.

Normalmente s6lo conocemos el valor de un punto (X v £(x) y
alguna informacion local adicional (derivadas,...

Procedimiento basico de optimizacién numérica ‘ Q

Determinar un buen siguiente punto que
mejore la funcién objetivo

Comprobar si se puede seguir mejorando.
Si se puede volver al punto 1.

Parar en un minimo local.



OPTIMIZACION NUMERICA

Optimizacion numérica empleando informacion local

A partir del punto inicial, como decidimos:

e La direccion del cambio
 La distancia en esa direccion
* Si es posible mejorar mas
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OPTIMIZACION NUMERICA

L.a ecuacion basica:

Xl =

n1k+1

Optimizacién de procesos quimicos. 2012-20

=X, +aAx; =

+ A

DIQUIMA-ETSII



NUMERICAL OPTIMIZATION

X | [ X | Ax, ]
Xy X Ax,
xk+1= =xk +ank= +
RS R Ax, |,
escalar
vector
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NUMERICAL OPTIMIZATION

xk+1= =xk +ank= +

RS / \ RAP Ax, |,
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PROGRAMACION LINEAL

BASIC NUMERICAL
OPTIMIZATION
*  We only have local
information at the \
“current” point in an e

iterative scheme.

*  We determine a good next
point, which will improve
the objective value
*  We check if further ,_./'

improvement is possible. \
If yes, continue

Starting point

 Stop at local optimum.




PROGRAMACION LINEAL

No further One approach would
improvement

« Consider only adjacent corner «- -
points for improvement direction.

 Move along the edge that yields
the greatest rate of improvement

* Move until another corner point
has been reached

e If further improvement is
possible, iterate. E——
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Simplex
algorithm

PROGRAMACION LINEAL

The Simplex algorithm - Using the Corner Point concept as the
foundation for an efficient solution method.

minz =c¢’ x

X

We want to convert this S 7.
general formulation to a
system of linear equations -

Ax=0>,
we know how to solve these!

Ax 2 b,
Ax<b,
x20




PROGRAMACION LINEAL

Standard formulation of LPs

————
——
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How can we formulate the problem...

minz=c’x
-If we want to maximize a function? =
Sz
Use the negative of the same function. Max f = Min -f Ax=0>b
x=20

*If we have unconstrained variables, i.e., x may be negative?

x may be written as the difference of two non-negative variables, x=x;-X,

*If we have inequalities (besides the equalities)?

We can add non-negative additional (slack) variables and convert
the inequality into a equality.



Simplex
algorithm

PROGRAMACION LINEAL

We will add “slack” variables to all inequalities
to convert them to equalities.

Original expression

5%, + 7X, — 2.3%; <37
5X1 + 7X2 - 2.3X3 = 37
5X1 + 7X2 - 2.3X3 = 37
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Simplex
algorithm

PROGRAMACION LINEAL

The Simplex algorithm - Using the Corner Point concept as
the foundation for a solution method.

We have the LP problem in “Standard Form™. Note
that the system has more variables than equations.

. T
Mminz=c¢ X s 2
The vector x of
X .
variables now
3 includes the slack s
S .t o variables.
- )

Ax=>b

x20 [note that ultimately, x . 2x2x__ |



Some definitions...

*Feasible solution. A solution that satisfies the constraints

*Basic solution. A solution in which n-m variables are set equal to
zero, and the remaining systems of equations is solved.

*Basis. The collection of variables not set equal to zero to obtain the
basic solution

Basic feasible solution. This is a basic solution that satisfies the
non-negativity conditions.

‘Nondegenerate basic feasible solution. This is a basic feasible
solution that has got exactly m positive x;.

*Optimal solution. A feasible solution that optimizes the Funcién
objetivo.

*Optimal basic solution. This is a basic feasible solution for which
the Funcion objetivo is optimal.



Simplex
algorithm

PROGRAMACION LINEAL

The Simplex Algorithm: Finding a solution for “non-square set of

equations
Basic Non-basic
o Oy g A,
| aml amm am, m+1 amn

Square set of equations that can
be solved for the basic variables

al 1 alm xl bl
_aml amm | _xm | _bm ]

bl Original, non-
square equation
set of constraints

b in standard form
_xm+1 " " 0 ]
% ] L 0 |

Non-basic variables which take
the values that optimize the

objective. The values will be at
an extreme of allowed range.




Simplex
algorithm

PROGRAMACION LINEAL

FEASIBLE SOLUTION

Any selection of values for the
non-basic variables that result in
all variables being non-negative
yields a feasible solution.

BASIC FEASIBLE SOLUTION

A selection of 0.0 values for the \
non-basic variables result in basic R W

variables being non-negative and
yields a corner point. \




(a) feasible cornerpoint (b) infeasible cornerpoint
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Simplex
algorithm

PROGRAMACION LINEAL

The Simplex Algorithm

Using the Corner Point concept as the foundation for a
solution using the Simplex Algorithm.

A7

Start here \

1. Are we optimal;

2. Move along an edge to an adjacent
corner point.

3. This adds one variable to the basis l/‘
and removes another variable
from the basis.




Simplex
algorithm

PROGRAMACION LINEAL

Moving between adjacent corner points is achieved by
changing one variable from basic to non-basic and one non-
basic to basic. (The new variables must form a basis.)

The Simplex Algorithm

* Consider only adjacent corner points for « — —
improvement direction.

 Move along the edge that yields the
greatest rate of improvement

* Move until another corner point has been
reached

e If further improvement is possible, iterate. = —



Algoritmo Simplex: Procedimiento.  Min: f(x) = —x, +X,
Sujetoa:  2x,—-X, =2
—X,+3%x, 2 -2
-X,—X, =24
X;,X, 20
Etapa 0. Transformar las restricciones de desigualdad para que todos los bj sean positivos.
Min: f(x)=—-x,+x,
Sujeto a: —2x,+x,<2 (A)
X, —-3x,<2 (B)
X, +xX, <4 (C)
XX, =20

Problema original

Etapa Introducir las variables de holgura (slack variables).
Min: f(x)=-x,+X,
Sujeto a:  -2x,+X,+X;=2 (A)

X,—3x,+X,=2 (B)  Problema aumentado
X +x,+x =4 (C) >

¢ Grados de libertad?

X, Xy, X5.Xy,X5 20

"' & R D

012-20 I— DIQUIMA-ETSII
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Etapa 2. Encontrar una solucion que esté en un vértice de la region factible.

2 grados de libertad. 2 variables independientes. WZRZEIEINHNONT 0N

3 variables dependientes. [CREIEIN 108

f(x)=0 Min: f(x) = —x, + X,
— -2 (A Sujeto a:  —2x,+X,+X; =2 (A)
x1=0 |:> = (A) x,~3%,+x,=2 (B)
x2=0 X, =2 (B) X, +X,+x;=4 (C)
X. =4 (C) X, Xy, X3,%X,,X5 20
p]

Etapa 3. Buscar una nueva solucion factible que vaya disminuyendo el objetivo.

f(X)_ ¢x,=0 Eliminar como variable no basica la de ma lor -Ci
X 2 , yor valor -Ci _ B
i v (A):2/-2=-1

(bj ) Escoger como nueva no basica la de menor valor (B) :2/1 =2
min(a—Jz W) positivo (C):4/1 =4
gl g

(B) x4 en este cz

Optimizacion de procesos qu DIQUIMA-ETSII



Eliminar como variable no basica la de mayor valor -ci

Es la variable que mas influye en la funcion objetivo.
Al pasar a ser basica (distinta de cero) es la que hace disminuir mas la funcién objetivo.

Escoger como nueva no basica la de menor valor positivo

Es la variable que llega antes a una restriccion.

f(x)=0
Min: f(x)=—-x,+x%,
X3 = 2 (A) Sujetoa:  -2x,+X,+X;=2 (A) x;=0
Xy = (B) X, —-3x,+x,=2 (B) X,=0
_ X +x,+x=4 (C)

s = 4 (O X;,X,,X5,X,, X5 20
Si escojo x, (menor valor) (B) x,=2 Q Xs=4-x,=4-2=2 x>0 OK
como nueva no basica (x,=0)

Si escojo X5 (mayor valor)
como nueva no basica (xs=0) (C) x4=4 Q x,=2-x,=2-4=-2 X, NEGATIVAIl

Optimizacién de procesos quimicos. . DIQUIMA-ETSII




Etapa 4. Transformar las ecuaciones de acuerdo a la nueva distribucion de variables.

Variables basicas: X1, X3. X5
Variables no basicas: x>, X4

Restriccion mas desfavorable

(B) : x,=2+3x, X,

U

(A): _2(2+3X2 — X )+ X, + X, =22 X, - 5%, +2%, =
(B): X, —3X, +X, =2
(©): (2+3X2_x4)+X2+X5=4:>X5+4x2—x4:2

f+(2+3x2—x4)—x2 =0=>f+2x,-x,=-2

Se continua el procedimiento hasta....?
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Procedimiento en forma de tabla

Valores
Variables f= funcién 1ado
basicas objetivo ~ derecho
varies | R R i LS A
x1 1 alz2 0 0 alb 0 bl
x3 0 az22 1 0 az2b 0 b2
x4 0 a32 0 1 a3b 0 b3
o) -c2 o) o) -ch 1 Valor f
Coeficientes de las ecuaciones de restriccion Coeficientes de la funcion objetivo

Funcion objetivo  f=c2*x2 + ¢5*x5

Las variables basicas NO pueden estar en la funcidén objetivo

Optimizacién de procesos quiis. 2012 ] sl ' DIQUIMA-ETSII




Procedimiento en forma de tabla

X % X5 X4 Xs f b
X3 -2 1 1 0 0 0 2
X4 [1] -3 0 1 0 0 2 « fila pivote
X5 1 1 0 0 1 0 4
1 -1 0 0 0 1 0 Min: f(x)=—-x,+x,
& ' Sujetoa:  —2x,+X,+X,=2 (A)
X, —3x,+x,=2 (B)
columna X +x,+x=4 (C)
pivote X;,Xy,X5,X,,X; 2 0
X X X3 Xy Xs f b
X, 0 -5 | 2 0 0 6
X, | -3 0 | 0 0 2
X 0 4 0 -1 | 0 2 <
0 2 0 -1 0 | | -2 I
f
X, X, X, X, X; f b
[ 0 0 1 075 125 0 8.5 X; =85
X, 1 0 0 0.25 0.75 0 3.5 X, =3.5
X, 0 | 0 -0.25 0.25 0 0.5 X, =0.5
0 0 0 1

DIQUIMA-ETSII
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Forma canodnica

Min: f(x)=cx, +c,X,+....+C X,
Sujeto a: a;,X; +a,X,+....+a, X, =b,

ayX; + 25X, +....+a,,X, = b,

a, X, +a,,X,+....+a X =b_
X, 20;b;20 (1=Ln;j=1m)

Cuando la solucion basica factible inicial no es trivial;

Método de las dos fases

Método de la gran M
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Método de las dos fases

Min: f=x +2x%,
Sujeto a: 3x,+4x, =5 _ o
< ix <4 Se afiaden tantas variables artificiales
b COMO sean necesarias para tenerlo en
Min: f=x,+2x, forma candnica, es decir:
Sujeto a: 3x,+4%X,—-x,=5 (A . ,
! b (&) Hay una variable que sélo aparece en
X +X,+X, =4 (B) una ecuacion y tiene coeficiente 1
X, =20
m i m i
W+ Za,.l X, + Za,.z X5+ Zam X, = Zb,.
i=1 i=1 i=1 i=1
a,X, +a,X,+..+a, X +X_, =D,
a,,X, +a,X,+..+2, X_ +X_,, =b,
a_X,+a_,X,+.+a_ X_ +X .. =b_

DIQUIMA-ETSII
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Fase | Minimizar la suma de las
variables artificiales anadidas

Min: f=x,+2x%, Como van a ser la base de partida, hay que
i expresar la funcién objetivo con el resto de
Sujeto a: 3%, +4X, - X, +X,=5 (A) vafiables :

X, +X,+X,+X, =4 (B)
W+4X, +5X, - X;+X, =9

X, =0
X X) X3 Xy X5 Xg W b
3 4 -1 0 1 0 0 5 <«
1 1 0 1 0 1 0 -+
+ 5 -1 1 0 0 1 9
X X X3 X4 Xs Xs W b
0.75 1 -0.25 0 0.25 0 1.25
0.25 0 0.25 1 -0.25 1 0 2.75 <«
0.25 0 0.25 1 -1.25 0 1 2.75
X Xy X3 X4 X5 X6 w b
1 1 0 1 0 1 0 -+
1 0 1 -+ -1 - 0 11 .
0 0 0 0 -1 -1 1 o | -

“‘-&‘.\“._;n-_.. . & & & =
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Fase 1l

Min: f=x,+2X%,
Sujeto a: 3x,+4X,-X;=5 (A) X,=4:Xx;=11.
X, +X, +x, =4 (B) « Se mantiene la tabla de la fase | (sin las variables
x. >0 artificiales)

* Se pone la funcién objetivo original y si es necesario
se transforma para que quede en funcion de las

f=x +?.(4—xl —x4) = f+x,+2x, =8
variables NO basicas

X, X, X, X, f b
1 0 1 0 4
0 1 4 0 11 <«
1 0 0 2 1 s |
A
X, X, X, X, f b
0.75 1 -0.25 0 0 125 <«
0.25 0 0.25 1 0 2.75
1 0 -0.5 0 1 250 |
AN
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X, X, X, X, f b
X, 1 1.33 -0.33 0 0 1.67
X, 0 -0.33 0.33 1 0 233
0 -0.67 -0.33 0 1 [ 167 |

X, =167 :X,=0:%;=0:%x,=2.33:1=167

DIQUIMA-ETSII
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Resolver mediante el método de las dos fases

Maximize z=x;, —2x, ~3x; — x4, — X5 + 2x4
subject to

xl + 21’2 + 2x3 +x4 + xs = 12
Xy +2x, + x5 +x,+2x5 +x =18
3x;, + 6x, + 2x; +x, + 3x; =24

x>0, j=1,2,...,6.

]

— ‘\-‘;_,_" 4 T i . e
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FASE 1

Se anaden 3 variables artificiales
Minimize z' =y, +y, + y;

subject to
X+ 2x, +2x5 +x, + X5 + y, = 12)
X+ 2x, + x;+x,+ 2x5 + xg + v, = 18 }
3x; + 6x, + 2x5 + x4 + 3x4 +y; =24

x; 20, j=12,...,6; y; =20, i=1,2,3

2ty ty, +y; =0.

Z + 5x, + 10x, + 5x5 + 3x, + 6X5 + X5 = 54

X, =X, =X3 =X, =X5=Xx¢ =0

DIQUIMA-ETSII




Tabla inicial

X X2 X3 Xy Xs X6 bg! Y2 Y3
| 1 2 2 1 1 0 1 0 0 12
2 1 2 1 1 2 1 0 1 0 18
ys| 3 ® 2 1 30 0 0 1 24
+5  +10  +5 +3 46  +1 0 0 0| +54

En este caso escoger la columna del mas positivo coeficiente
de la funcion objetivo

. 12 18 24y __ 24 __
min{Z, 7,1 =% =4

Minimize z' =y, +y, +y;

subject to
X, +2x, +2x3 + x4+ X5 +y, =12
Xy +2x, + x3+x,+ 2x5 + xg +y, = 18

3x; + 6x, + 2x5 + x4 + 3x5 +y, =24

x; 20, j=12,...,6; y, =20, i=1,2,3

Optimizacion de procesos quimicos. 20 ' DIQUIMA-ETSII
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FASE 2
Reescribir funcion objetivo Maximize z =x; — 2x, — 3x; —x, — x5 + 2x4

Max z = Min =z = -X;+2X,+3X5+X,+X5-2Xg

(z=-z) Min z + x4- 2X,- 3X; — X, - X5 + 2X5 =0

variables basicas -- x, X; X5 --

Tabla resultado
de fase |

Funcién objetivo
original <~

2 0 0 -1/2 -2 0 -3

Funcion objetivo sélo con variables no basicas (no juegan)
~ Poner en forma canénica las variables basicas

DIQUIMA-ETSII




Maximize z=x, —2x, —~3x; —x, — x5 + 2x,

X3=3-1/2X, Resultado de fase |
Xg=9-1/X4-X5 (variables basicas -- X, X3 Xg --
X,=3-1/2x,-1/2X NO pueden aparecer en la

funcion objetivo)

Max z=x,-2(3-1/2x4-1/2X5)-3(3-1/2X,)-X4-X5+2(9-1/X4-X5)

Max z=2x,-1/2x,-2X5+3

Min —z + 2x, - 1/2x, - 2X5=-3

Funcion objetivo solo con variables no basicas (nho juegan)

Optimizacién de procesos quimicos. 2012-2013 e DIQUIMA-ETSII




Min —z + 2x, - 1/2X, - 2X5=-3

J

Xy X5 X4 X4 Xs Xg
X5 0 0 1 K 0 0
Xs 0 0 0 3 1 1

1
Ay
©

—

o]
o
N

o)

w

+2 0 0 —3 -2 0 | -3
X4 0 0 1 : 0 0 3
Xg 0 0 0 o 1 1 9
X 1 2 0 0 1 0 6
0 -4 0 -4 -4 0 |[-15

Todos negativos, fin del simplex

Maximize z =x; —2x, —3x; — x4 — X5 + 2Xx,

subject to ]
X+ 20, + 20 ag + oxg =12 z=-z=-15>2z2=15
X, +2x, + x3+x, +2x5 +x5=18 x1=6, x3=3, x6=9
3x; + 6x, + 2x5 + x4 + 3x5 =24

x>0, j=1,2,...,6. X,=X,=X5=0

T—
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Maximizar 8x; + 225 + 313 — 314
Sujeto a las siguientes restricciones

3r1 — 4xog + 223 + 224 > 2
201 — 319 + 23 < 10

85[31 SIE 42172 SIE 233’3 + X4 S 40
— 5 - 3.7}3 + 3374 Z —10

SOLUCION

z=52

X,=2, X;=16 s,=22, s,=58
X,=X,=5,=5,=0

Optimizacion de procesos quimicos. 2012-2013 a DIQUIMA-ETSII




Maximizar 8z + 225 + 3x3 — 324

Sujeto a las siguientes restricciones

3x1 — 4o + 223 + 224 > 2

25[31 —31’2 + X3 S 10

8581 —|—4332 +23§3 + Iy S 40

—x1 + 3x3 + 314 > —10

3X,-4%X,+2X5+2%,-5,=2
2X1-3X,+X3+s,=10
8X,+4X,+2X;+X,+s,=40
X1-3X3-3X,+s,=10

3X,-4X,+2X;+2X,-5;+a,=2
2X1-3X,+X3+s,=10
8x;+4x,+2X;+X,+s;=40
X1-3X3-3X,+s,=10

Dado que s,,s5,8, tienen coeficiente +1
solo es necesario anadir una variable
artificial para tener el sistema canodnico
que se busca como solucion inicial.

Primera fase, minimizar la suma de variables
artificiales.

En este caso min w = a,

Como a, = 2-3x,+4x,-2X5-2X,+S4, Y NO puede estar
en la funcion objetivo al ser variable basica,
transformo la funcidn objetivo:

Min w = 2-3x,+4X,-2X5-2X,+S,, pasando las
variables al lado izquierda (para tener el criterio de
coger el mayor valor positivo) queda:

Min w +3x,-4X,+2X5+2X,-S4 = 2



EEEEE_

—> 3) -4 0
s2 2 -3 1 0 0 1
s3 8 4 2 1 O O
s4 1 O -3 3 0 0
f 3 4 2 2 1 O

o O ~— O

o - O O O

o O O O

10
40
10
2

!
S U2 U3 sl 23 sd il b

x1 1 1,3 0,66 0,6 -0,33

g2 0 -0,33 0,33 -1,33 0,66 1
s3 0 1466 -3,33 433 266 O
s4 0 1,33 -366 -366 033 O
f 0 0 0 0 0 0

Optimizacion de procesos quimicos. 20

0

0

0,33

0,66 8,66
-2,66 34,66
-0,33 9,33
1 0

DIQUIMA-ETSII




Fin de la primera fase. Para la segunda fase:

» Se coloca la tabla obtenida la final de la fase |, quitando las
columnas de las variables artificiales

« Se pone la funcién objetivo original

« Se manipula la tabla para tener de nuevo la forma canonica
(cero en la funcién objetivo en las variables basicas)

« Se aplica el método simplex

Maximizar 8x; + 229 + 3x3 — 3x
| R Max f = 8x,+2x,+3X5-3X,
Sujeto a las siguientes restricciones

3x1 — 4dxg + 203 + 214 > 2 =
2.36'1—3562+$3§10 MaXf— Mln 'f
855’1 + 4332 —+ 2£E3 + X4 S 40

—z1 + 323 + 374 > —10 Min -f = -8X-2X,-3X5+3X,

Min -f + 8x,+2x,+3%5-3x, =0



Eﬂﬂﬂ_

1,33 066 066 -0,33
s2 0 0,33 0,33 -1,33 066 1 0 0 8,66
s3 0 14,66 -3,33 4,33 266 O 1 0 34,66
sd 0 1,33 366 -366 0,33 O 0 1 9,33
f 8 2 3 3 0 0 0 0 0
EEIEE_
1,33 066 066 -0,33
s2 0 0,33 0,33 1,33 066 1 0 0 8,66
—> g3 0 3,33 4,33 266 O 1 0 34,66
s 0 1,33 366 -366 033 O 0 1 9,33

12,66 -2,33 - 2,66
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Base x1[x2 [x3 |x4 sl 2 [s3 s4 b

. xl 1 0 0,272 0,090 0 0,090 0 3,8181
s2 0 0 0,409 -1,43 0,727 1 0,022 0 9,4545
X2 0 1 0,227 0,295 0,181 0 0,068 0 2,3636
s 0 0 0,36 3,27 0,090 0 0,090 1 6,1818
f 0 0 0, 545 459 036 O 0,86 0 35,2727
Eﬂﬂaﬂ_
2,75 0 0,75 0,25 0,25
s2 1,12 0 0 1,12 1 0,125 0 13,75
N 062 1 0 0,12 0,125 0 0,125 0 4,75
s 9,25 0 0 0,75 -0,75 0 0,75 1 41,5

-1,5
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Base x1[x2 [x3 |x4 sl |s2 [s3 [s4 b
x3 32 O 1 0,3 0 0,4 0,3 0 16

sl 18
x2 04
sd 10,6
f 2,4

-1,8 1 1,6 0,2
0,099 O -0,2 0,1
2,1 0 1,2 0,9
4,1 0 -0,8 -1,1
SOLUCION
z=152

X,=2, X;=16 s,=22, s,=58

22

58

-52
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Maximizar 4x; — 2z + b3
Sujeto a las siguientes restricciones

T1 + 4$2 + T3 < 800
105131 + 5332 + I3 Z 500
8$1 — 25[33 S 400

25172 + I3 = 200

SOLUCION

z=1400

x,=100, x,=200 s,=500, s,=700
X,=8,=0
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Método de las gran M

Este método afnade variables artificiales, que no deben de aparecer en la
solucion optima final

P, =cx;+....+¢cX, Objetivo original
P,=cx; +....tcx, + Mx,, +....+Mx_, Objetivo modificado

Las variables artificiales dan una solucion inicial en forma canonica.

a,X,+a,X,+..+a, X +X_, =D,
A, X, +2,X,+..+2, X_ +X_,, =D,
a X, +a_,X,+.+a_ X +X,.,,. =Db_

DIQUIMA-ETSII




Todas las variables “reales” valen inicialmente 0 y las variables artificiales
son las que satisfacen las ecuaciones. Estas variables tienen de coeficiente 1.

All problem variables initially set to zero

!
all alm al,m+1 aln 1 ) OE E bl
1 xl
1 |-
o . 1| |»
aml amm am,m+l Tt amn " m
o

The artificial variables form a basis that ensures
a non-singular solution to the equations.

En el optimo todas las variables artificiales deben de valer 0.

Se consigue poniendo una alta penalizacion a las mismas en la funcion
objetivo, la “gran M”.

DIQUIMA-ETSII




La resolucion es en forma de tabla como en los casos anteriores

Coeficientes funcion objetivo

\
=

Coeficientes de Variables _._am_|
restricciones LHS artificiales

Coeficientes de
restricciones RHS

e
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Ejemplo de resolucion empleando el método de la
gran M

min z =2x, +3x,

1.

0.5x,+0.25x, <4
X, + 3x, 220
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Convertir el problema a estandar afadiendo variables de holgura

min z =2x, +3x,

S.z.

min z =2x, +3x, ,'II \\\
st 0.5x, +0.25x, +'s, =4
0.5x, +0.25x, <4 ‘ o

X, 3x, > 20 N
y X, + 3x, v, =20

X, + x, =10
x,20 for 1=1,2

n+ o ox, =10
x, 20 for 1=1,2




Afadir variables artificiales para encontrar una solucidn inicial

factible.

min z=2x, +3x,

S.t.

min z=2x, +3x,
St
0.5x, +0.25x, + 5,

0.5%+025x, +5 =4 NI . 3x
1 2

X, + 3x,—s, =20

x1+ X,
x, >0 for i=12

=10

Optimizacion de procesos quimicos. 2012-

x1+ X,
x>0 for i=1,2

-5, +a, =:=20
‘\\+ a3 :,£ 10
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Afadir altas penalizaciones a las variables en la funcion objetivo.

B e T
— - —

-~
~

N

-~ -
-~ -
i -
— o ——

St.

0.5x, +0.25x, + s, =4
x, + 3x, -5, ta, =20
x, + X, +a, =10

x 20 for 1=1,2
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Formular el problema en forma de tabla

iiiNOTAI!!! En este caso la funcion objetivo se ha despejado al

revés a lo visto en el método anterior poniamos (z-2x1-3x2-Maz2-Mas),

min z =2x, +3x, + Ma, + Ma,

S.t.

por eso se escogera el menor valor negativo en lugar del mayor 0.5x +0.25x, +5, =4
positivo. jY se acabw)o todos sean positivos! x+  3x -s+ta, =20
~Z 42X, 43X, 4 Ma, yMa, _0 %" % ta; =10
- x 20 for i=1,2
Z X1 X2 St i S» az: : as : rhs Basic Ratio
| ! D variable
-1 2 3 0, 0 M ‘M 0 z
0 5 25 1, 0 0 10 4 S|
0 1 3 0. - 1 10 1 20 2
0 1 1 0. 0 0. 1 10 a;
! |

r -

|
L -

|
[

Canonical form: Buscamos que todas las variables basicas tengan una columna conun 1 y
el resto de elementos 0.

Luego operamos para tener esta condicion en las variables az y as




Ahora el problema esta en una solucion factible (vértice) y en forma canonica.

Empezamos el procedimiento cambiando una variable de la base (cambiar a un
vertice adyacente) para:

1. Mejorar la funcion objetivo
2. Mantener la solucion factible.

Initial tableau

This (x,) is the variable entering the basis (smallest value < 0).

z X, X, ¥ |s! S5 ‘a, ! ia3i rhs Basic | Ratio
L L L variable
1| -2M+2 AM+3 |0 M 0 0 30M |z
0 |.5 25 1 0 0 | 0 | 4 ) 16
0 |1 135 |0 -1 1 0 20 a, 20/3
0 |1 TR 0. 0 0. |1 10 a; ﬁlo
\ This (a,) 1s the variable leaving the basis.

Pivot element, a,q (Smallest value of by/a;; for entering a;; >0)




S1 la solucion no es Optima seguimos con el procedimiento.

tableau

This (x,) 1s the variable entering the basis (smallest < 0).

zZ X1 J EX2 E Esl E Sy as Ea3i rhs Basic Ratio
L . L variable
-1 | -2MB+1 |10 0 | -M/3+1 H4M/3-1 [0 1| -10M/3-20 | z
0 5/12 EO : : 1 ] 1/12 -1/12 : 0 1173 $1 28/5
0 |1 '] 0 | -1/3 1/3 0 1| 20/3 X, 20
PR ) 1 : | : .o 4 i 1 . i -
U \f{;ﬂ,l [V 10 173 =173 [ D LV az /D
\ This (a3) 1s the variable leaving the basis.
Pivot element, a (Smallest value of by/a;; for entering a ;; >0)
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Third tableau

All reduced costs are greater than 0.0. The objective cannot be decreased by changing
the basis, i.e., moving to an adjacent corner point. We have found the optimum!

4 X1 X2 S1 S2 a ¥ as rhs Basic Ratio
variable

-1 0 0 0 1/2 124M | -32+M 25 z=25 | |

0 0 0 1 -1/8 1/8 -5/8 1/4 s;=1/4 | ---

0 0 1 0 -1/2 1/2 -1/2 5 X, =5 -—-

0 1 0 0 1/2 -1/2 3/2 5 X =35 ---

10. In this problem, the optimum was reached after the artificial variables were eliminated.
Typically, (many) additional corner points would have to be evaluated using the pivoting
procedure.

The solution is x; = 5, x, = 5; slack variables values are s;, = ¥4 and s, = 0.
The objective function value is z = 25.
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PROGRAMACION LINEAL

(Puedo saber
algo mas con la
solucion?

Problema Solucion

Funcién
objetivo

A

2

variables

Optimizacion de procesos quimicos. 2012-20 DIQUIMA-ETSII



Analisis de sensibilidad

Como afecta el cambio de parametros en la solucion.

Problema

Como afecta un cambio
en este parametro en z y
en los valores de x*?

1Sin tener que resolver
de nuevo el problema!

Optimizacion de procesos quimicos. 2012- DIQUIMA-ETSII



Los coeficientes de la funcion objetivo de las variables
originales se denominan: costes reducidos

Los coeficientes de la funcion objetivo de las demas variables
(holgura) se denominan: precios sombra o duales

En el éptimo:
O la variable es cero (no basica) o el precio dual o el coste reducido es cero.
En el caso de que ambos sean cero:

Existe solucion degenerada si la variable es basica

Existen multiples optimos si la variable es no basica

Optimizacién de procesos quiis. 2012 ] sl ' DIQUIMA-ETSII




Analisis de sensibilidad

 Sensibilidad: Ver la influencia en la funcion objetivo bien
de los valores de la parte derecha de las restricciones
(RHS) o bien de los valores de los coeficientes de la

funcion objetivo.

1. Los resultados se limitan a los optimos con las mismas restricciones activas que
el caso base, es decir, no requiere cambiar la base escogida.

2. Los resultados definen el rango de cambio de parametros (coeficientes funcion
objetivo o constantes de RHS) que implican que no hay cambio en las

restricciones activas.
3. El resultado proporciona un valor exacto, cuantitativo de como afecta un

incremento del parametro al valor obtenido de la funcion objetivo.
AOBJ*/Aparametro




Analisis de sensibilidad: Precio Sombra

Cambios en el parametro parte
derecha restricciones (RHS)

El software presenta informes con el valor y rango de la
sensibilidad de cada restriccion. Fuera de ese rango la base
cambia.

Constraint ID Status slack Shadow price Maximum Maximum
(Binding/ (sensitivity of allowable allowable
non-binding) rhs) increase (AI) | decrease (AD)
(Active/inactive)
Max. Reflux flow Active 0 3.74 47 123
Max. Pump 7 Inactive 321 2 0 1.0E30 321
/

Shadow price = AOBJ*/ARHS, has units!




Analisis de sensibilidad: Precio Sombra

Cambios en el parametro RHS

Cuanto puedo cambiar la
restriccion 1 sin cambiar
de base?

Variable x,

Los valores de x* cambian!
(obsérvese que hasta que la
/ restriccion no corta al eje no hay

cambio de restricciones activas y
por tanto de base).

Variable x,



Los valores de las variables (si la restriccion esta activa) y de la funcion
objetivo variaran, pero la base permanece.

El nuevo valor de la funcion objetivo sera:

Znew=Zoriginal - precio sombra x Ab

El software (excel) presenta informes con el valor y rango de la sensibilidad de
cada restriccion. Fuera de ese rango la base cambia.

Constraint ID Status slack Shadow price Maximum Maximum
(Binding/ (sensitivity of allowable allowable
non-binding) rhs) increase (AI) | decrease (AD)
(Active/inactive) 2
Max. Reflux flow Active 0 \3.74/ (47) (123)
Max. Pump 7 Inactive 321 0 1.0E30 321

La variable vale 0 y su precio sombra distinto de cero, aqui 3,74.

Un incremento de la restriccion activa de 10 unidades implicaria un
incremento en la funcion objetivo de 3,74*10=37,4 unidades.

Siempre que no aumente el valor de la restriccion en mas de 47unidades
o lo baje en mas de 123 unidades las variables basicas (distintas de cero)
seguiran siendo las mismas.



Analisis de sensibilidad

Funcion objetivo = z = Z¢;X;

Sensibilidad a un cambio en un coeficiente de la funcion
objetivo.

The
o o o- . :
original N Cambios en ¢; que no cambian la
optimum * 4 !
. base,
< Ax =10

A Z = A Z¢;X;= 2 A ¢;(X;)

Donde k = el coeficiente cambiado

Original problem



Los valores de las variables en el nuevo 6ptimo no cambian, al no variar
las restricciones y no cambiar la base. Luego el 6ptimo es el mismo
punto en el espacio.

El nuevo valor objetivo se calcula poniendo los valores de las variables
en la nueva funcion objetivo, dado que cada vez se varia un coeficiente
se puede calcular el cambio en la funcion objetivo debido a un cambio
en el coeficiente. Hay dos casos:

*Cambio los coeficientes (¢ ) de las variables basicas de la funcion
objetivo, en este caso la funcion objetivo variara segun c*(xnew-xold)
Notese que en este caso el gradiente reducido es CERO (a no ser que
la variable basica esté en una restriccion)

*Cambio en los coeficientes (c ) de las variables no basicas de la
funcion objetivo, en este caso la funcion objetivo NO variara, al ser las
variables igual a cero.

Notese que en este caso el gradiente reducido es DISTINTO de CERO

No olvidar que esto es valido siempre que variemos los valores de los
coeficientes dentro del rango proporcionado por el informe de
sensibilidad.



El Gradiente o coste reducido.

VARIABLE BASICA (distinta de cero)
* No esta en una restriccion - Coste reducido CERO
« Siesta en una restriccion -2 Coste reducido DISTINTO de CERO
(va a favor de la funcion objetivo, es decir, si se esta maximizando
sera positivo y si se esta minimizando sera negativo)

VARIABLE NO BASICA (igual a cero)
» Coste reducido DISTINTO de CERO. Siempre VA en CONTRA de la
funcion objetivo, es decir, si se esta maximizando sera negativo y si
se esta minimizando sera positivo.



El Gradiente o coste reducido: interpretacion.

Se puede interpretar de dos formas:

1) el cambio que se tiene que hacer en el coeficiente de la funcion objetivo
de la variable NO BASICA correspondiente para que esta pase a ser
basica, es decir, distinto de cero.

Por ejemplo, en una fabrica se obtiene como resultado al maximizar el
beneficio que se debe fabricar los productos Ay B pero no C. El coste
reducido asociado a C es de -2, esto significa que si consigo aumentar el
margen de beneficio en C en mas de 2 unidades, en el nuevo 6ptimo C
sera distinto de cero.

2) La penalizacion que sufro en mi funcion objetivo si por cualquier motivo
me obligan a producir C. Por cada unidad de C que me obliguen a producir
perder el coste reducido (en este caso 2 unidades) en mi funcidn objetivo.

Notese que el valor debe coincidir con uno de los limites de variacion de
los coeficientes, ya que estos indican cuando hay cambio de base en la
solucion.



Ejemplo

Si tenemos una variable que vale CERO (no basica) y su coste reducido
es ,por ejemplo, 8. Observando el informe de sensibilidad se ve que
coincide con el limite de decremento del coeficiente de la funcion objetivo,
entonces tenemos que si variamos en algo mas de 8 unidades, por
ejemplo 10, este coeficiente (que supongamos que es 100) y
EJECUTAMOS de nuevo la optimizacion tendremos como resultado un
valor de la variable DISTINTO de CERO (supongamos 7) y a la funcién
objetivo le habra afectado en 7*(10-8)=14unidades (mejorando la funcién
objetivo dado que hemos variado lo suficiente el coeficiente para que
dicha variable vaya a favor de la funcion objetivo).

Solo le empieza a afectar una vez pasado el umbral de 8, de ahi que sea
10-8.



Celdas cambiantes

Valor Gradiente Coeficiente Aumento Aumento

_Celda Nombre Igual reducido objetivo permisible permisible
$D$18_A1CH B 0 65 5
SES19 A1C2 100  1,00E+30 ﬁ
$F$19 AI1C3 . 115 15
$GS18 A2C1 0.1 4] 55 10 5
SH$19 A2C2 0.7 4] 85 5 95
SIS18  A2C3 0 15 120 1,00E+30 15
Restricciones

Valor Sombra Restriccién Aumento Aumento
Celda Nombre Igual  precio lado derecho permisible permisible

$D%$12 A1C1 11 016 1,00E+30 0.5
$D$13 A2C1 08 -10 0.8 0.8 0.1
$0%14 C1C1_ 08 65 0.8 0.5 08
$D$15 C2C1_ 0.7 95 0.7 0.1 0.7
$D$16 C3C1 03 115 0.3 0.5 0.3

Si el coeficiente objetivo hago que valga 90 en lugar de 100
y como resultado obtengo que A1C2 vale 0,7 entonces la
funcion objetivo habra variado por esta razon en
0,7%(10-5)=3,5unidades.

“‘-&‘.\“._;n-_.. . & & e =
Optimizacion de procesos quimicos. 20 P — DIQUIMA-ETSII




Analisis de sensibilidad

X
En general cambios \) -t .
en los coeficiente “A” ,7TN
del LHS, implican  —/! Vo
que el problema se A ,-x - b
debe resolver de
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Animacién analisis
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PROGRAMACION LINEAL

The LP Simplex Algorithm Weird Events

We must monitor and diagnose the LP solution. We could
have made a formulation error, or we could have defined a
problem that is correct but has special, unusual, properties.

We must monitor for weird effects.

Let’ s learn to OTrl};inal ..
» diagnose and optimum '\ 4,
« correct (if possible). : |
‘ \
Vun
-S( g : AN

Original problem

(

J\




Solution
Diagnosis

PROGRAMACION LINEAL

The LP Simplex Algorithm Weird Events

feasible

;

NO FEASIBLE SOLUTION

e

feasible

* Diagnosis - X, =0

feasible

* Remedial Action -

——

Optimizacion de procesos qijirhicos. 2012- ' DIQUIMA-ETSII




Solution
Diagnosis

PROGRAMACION LINEAL

The LP Simplex Algorithm Weird Events

feasible

NO FEASIBLE SOLUTION

* Diagnosis - At least one
artificial variable in X%,20
optimal basis - software
reports this as infeasible.

 Remedial Action -
reformulate, if

appropriate

e o ([ O
OptimiL &2 Ade UL 0! Le L€ ST
9
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Solution

Diagnosis ,
PROGRAMACION LINEAL
The LP Simplex Algorithm Weird Events
UNBOUNDED SOLUTION

* Diagnosis -

Variable x,

* Remedial Action -

Variable x;
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Solution

Diagnosis ,
PROGRAMACION LINEAL
The LP Simplex Algorithm Weird Events
UNBOUNDED SOLUTION

* Diagnosis - The distance to
the best adjacent corner
point is infinity - software
will report.

Variable x,

« Remedial Action -
Reformulate, which is

\\\
\\\ \\
\ N
\\\ \\\
. A _ Increasing profit
\\ \\\
\\ \\
\\\ \\\

~

Variable x;

always possible - realistic

never go to

Optimizacion de procesos quimicos. ZU
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Solution

Diagnosis ,
PROGRAMACION LINEAL
The LP Simplex Algorithm Weird Events
ALTERNATIVE OPTIMA

* Diagnosis -

* Remedial Action -

Optimizacion de procesos quimis. 20

Variable x,

Increasing profit

Optimal

N / corner points

Shaded area
is the feasible
region

Variable x,
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Solution

Diagnosis ,
PROGRAMACION LINEAL
The LP Simplex Algorithm Weird Events
ALTERNATIVE OPTIMA
e Diagnosis 1 - The basis can . Increasing profit
change with no change in . Optimal
ob j ective. corner points

Shaded area
" is the feasible
region

One or more non-basic N
variables has a zero
marginal cost.

Software does not report Variable x,
warning

DIQUIMA-ETSII



Solution
Diagnosis

PROGRAMACION LINEAL

The LP Simplex Algorithm Weird Events

ALTERNATIVE OPTIMA

e Diagnosis 2 - One or more . Increasing profit
active constraint rhs can be
changed without affecting \
the objective.

Optimal
/ corner points

Shaded area
is the feasible
R R region

An active constraint has a ®
zero marginal value and

non-zero range (both ways).

Variable x,

Constraint rhs can

Software does not report be ch

warning




Solution
Diagnosis

PROGRAMACION LINEAL

The LP Simplex Algorithm Weird Events

ALTERNATIVE OPTIMA

* Remedial action- We have . Increasing profit
found the best value of the S Optimal
Funcion objetivo! : \ S,/ corner points

: bl . Shaded area
We likely prefer one of the = is the feasible
region

different sets of x values.
We would like to know all
solutions and select the
“best”, using additional
criteria. e
Optimizacion de Proce r L2012~ DIQUIMA-ETSII

Variable x,




Solution

Diagnosis ,
PROGRAMACION LINEAL
The LP Simplex Algorithm Weird Events
CONSTRAINT

DEGENERACY: Redundancy

* Diagnosis -

* Remedial Action -

Variable x,

\ \
N \ N\
N \
N\ N
N N N
\\ \\ N
N
N \
\ N \\
N
\\ N \\ \\
\
\\ N \\ \\
\ AN \ N
N \ .
N ~ N Optimum
N \
A ~
N \
N \
N N
N
N

Variable x,



Solution
Diagnosis

PROGRAMACION LINEAL

The LP Simplex Algorithm Weird Events

CONSTRAINT

DEGENERACY: Redundancy

* Remedial action- The
solution is correct.

The sensitivity information is
not reliable!

Variable x,

e /\ Optimum

\ N
N \ N\
N \
N N
N N\ N
\\ \\ N
\
N \
\ N No
N
N N N
\ N \\
\ N R
\\ N\ N
\ \
\\
\ N
N \

A ~

N \
N \

D N
\

If you need sensitivity

information, introduce the Variable x,
change (rhs, cost, etc.) and
rerun the optimization.



Solution
Diagnosis

PROGRAMACION LINEAL

The LP Simplex Algorithm Weird Events

CONSTRAINT , optimum
DEGENERACY:

* Diagnosis -

e Remedial Action - . x,
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Solution
Diagnosis

PROGRAMACION LINEAL

The LP Simplex Algorithm Weird Events

CONSTRAINT , optimum
DEGENERACY:

* Diagnosis -

More inequalities are active
(slacks = 0) than dimension
of the problem. X

Software does not report
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Solution
Diagnosis

PROGRAMACION LINEAL

The LP Simplex Algorithm Weird Events

CONSTRAINT / optimum

DEGENERACY:

e Remedial action - The
solution is correct.

The sensitivity information is
not reliable!

If you need sensitivity %
information, introduce the
change (rhs, cost, etc.) and
rerun the optimization.



